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* Harmonics for rank 0

2(2,2
Q5" la) (4)
* symmetry

28

1

* expression

T 23 [ cubic | (polar, internal polar quadrupole)

VBQu (22 + 4> —227)  VI5Qu (x — 1) (x+y) | VI5Quyry | VI5Qu.7z | V15Qy.yz
- + + + + :
10 10 5 5 5
* Harmonics for rank 1
(™), O [al(T), Q" [a)(T)
*K symmetry
x
Yy
z
* expression
V10Quz | V30Qur | V30Quyy N V30Q,.2
10 10 10 10
_\/ﬁQuy _ \/%Q’uy + \/%Q:L'y'r \/7Qyzz
10 10 10 10
\/ﬁQuZ + \/%szl + \/@Qyzy
5 10 10
2,2 2,2 2,2
@5 Na)(1), @57 [a)(T), G a)(T)
* symmetry

T

z

** expression

_3\/375qu (I2 +y? - 422)

V105Q,z (3z2 — Ty? — 222
+ Que ( Y ) +

V105Q ;Y (4332 —y? - 22) n V105Q,.2 (4x2 —y? - 22) n Vv105Q, . zyz

70

_3\/%Quy (2% +y% — 42%) N

V105Quy (722 — 3y? + 222)

70 35 35 7

V105Quyw (22 — 4y? + 22) . VI05Qu.zyz  V105Qy.2 (22 — 4y° + 22)

70 70 35 7 B 35
 3v35Quz (32 + 3y% — ) V105Q,z (x —y) (z +y) N VI05Quuayz  V105Qu. (22 +y* —42%)  V105Qy.y (¢* + y* — 42°)
70 14 7 35 35

* Harmonics for rank 2

0G2 lal(B), @F5 P [q)(E)
5ymmetry

* expression

Qu

Q’U
@2 Vlgl(EB),

* symmetry

0837 1q)(E)



V3(x—y)(z+y)
2

** expression

B V14Q,, (x2 +y? - 222) B VA2Q, (z —y) (z +y) B \/@szxy VA2Q, .z n \/EQyzyz
14 14 7 14 14

VA2Q, (x —y) (z +y) \ﬁQu(ﬂc ty? =222  3VIdQu.az  3V14Qyyz
14

14 14 14 B
A7 [dl(B), %57 [4)(E)

** gymmetry

** expression

V14Q, (3z* + 622y? — 242?22 + 3y* — 24y%2% + 82%) 3 5v42Q, (z — ) (z +y) (z* +y? — 62%)
56 168
5v/42Q,, 1y (:L‘2 +y? - 622) 5v42Q .2 (31‘2 + 3y — 4z2) 5vV/42Q,.y» (31'2 +3y% — 422)
84 84 84

5VA2Qu (z —y) (z +y) (2° + ¥ — 62°) N VIAQ, (192 — 1022%y? — 122222 + 19y* — 12222 + 42*)

168 168
5\ﬁ T4Quyay (x —y) (x+y)  5VI4AQu.az (5a? — 9y? — 22%)  5V/14Qy.yz (922 — 5y? + 22?)
12 * 84 * 84

055 [a)(T), B3 2 [a)(T), O3> [4l(T)

bymmetry

V3yz
\/g.rz
V3ay

** expression
Qy=
Q(L'Z

Q:l:y

QG [a)(T), B 1a)(T), B3V [q)(T)
** gymmetry

V3yz
\/ng
V3zy

* expression

VR2Quyz  3VTAQuyz | 3vV14Quywz | 3VIAQu.zy  VI4Q: (207 —y* - 2°)
14 14 14 14 14

\/EQqu'Z BMQU-LZ 3\/ﬁeryZ \/ﬁsz (ZBZ - 2y2 + 22) 3\/7Qyz‘Ly
14 + 14 + 14 + 14 14

VA2Quzy | V14Qq, (x2+y272z2) 3V14Q..yz  3V14Q, .02
T 14 VY

AZ[al(T), O 1a)(T), B3 [a)(T)

** gymmetry

V3yz




\/EIZ

V3zy
** expression
 5VA2Quyz (322 + 3y? — 422) N 5v14Q,yz (922 — 5y? + 22%) 5V 14Qqyz2 (z® — 6y? + 2%)
84 84 42
5V14Q: -y ($2 +y? - 622) " V14Q,, (:L‘4 — 322y? — 32222 — 4yt 4+ 27y%2% — 424)
42 42
5V42Quxz (322 + 3y? — 42%)  5V14Quwz (522 — 9y* — 222)  5v/14Q,yz (632 — y? — 22)
- + +
84 84 42
V14Q,.. (4.7)4 + 3x2y? — 272222 — yt + 3y22% + 424) 5V14Q, Ty (3:2 +y? - 6z2)
42 42
5v42Q .y (22 + y* — 627) N 5VI4AQuzy (z —y) (z+y)  VI4Quy (4a* — 27a2y? + 32222 + 4y* + 3y?2% — 24)
84 12 42
5v14Q .. yz (6,702 R 22) 5v14Q, . xz (.752 — 6y? + 22)
+ —
42 42
* Harmonics for rank 3
2(2,-2
&alA)
** gymmetry
V1dzyz

** expression

\/ngyZ + \/ngzy + \/ngzx

3 3 3
2(2,0
G 1dlA)
** symmetry
V1bzyz
** expression
\/gwaz (33:2 +3y2 — 222) . V3Q..y (33:2 — 2% + 3z2) \/ngzx (23:2 —3y% — 3z2)
6 6 6
2(2,2
T lal(4)
** symmetry
V1bzyz
** expression
B 21v22Q, xyz (z2 T 222) n 21V66Q,zyz (x — y) (x +y) v 66Qzy 2 (6964 — 51z%y? 4 52222 + 6y + 5y?2? — 24)
44 44 66
3 V66Q,.y (614 +5x2y? — 512222 — y* + 5y?2% + 624) N V66Q, T (x“ —522y? — 52222 — 6y* + 51y2%22 — 624)
66

66

0% 2 [T, 1), @ [a)(T, 1), O3 P [g(T, 1)
** gymmetry

T (212 — 32 — 322)
2

Y (31’2 — 2y2 + 322)
2

2 (327 +3y% 22%)
2

** expression

V15Quz | 3VBQur  V5Quyy  V5Qu.z
10 10 5 5

CVI15Quy  3V5Quy  VBQuyr  V5Qy.z
10 10 5 5




\/ﬁQuz _ \/ngz-r _ \/5Qyzy
5 5 5

0% 1a)(T,2), Q%% P 1a)(T,2), O3 2 [al(T2)

** gymmetry

V152 (y — 2) (y + 2)
2

V1by (z — 2) (x + 2)
2

V15z (z —y) (x +y)
2

** expression

7% _ \/ngl' + \/ngyy _ \/ngzZ
2 6 3 3

Quy  V3Quy  V3Quyz N V3Qy.z
2 6 3 3

\/gQ'uz \/gQa:z'r \/ngzy
3 3 3

AV (a7, 1), O [q)(T, 1), B [a)(T, 1)
** gymmetry

x (2302 —3y% — 3z2)
2

Y (3.1:2 — 2y + 322)
2

z (3a72 + 3y — 222)
2
* expression

15Qqx (42% — 21y + 922 V5 o (4x? — y% — 1122 V5 = da? — 2 — 22 V5 waz (422 —y? — 22
_VQ(GO y ), Q(Qoy ) . ny(zoJ ) , V5@ (2011 ) _ 50,y

V15Quy (21x620— 4y? — 92?) N V5Quy (22 ;O4y2 + 112%) B V5Quyx (wzo— 4y° + 2?)  3Quaays — V5Qy.2 (xzo— 4y + 22)

VBQuzx (22 + y* — 42%)  VBQy.y (22 + y? — 42?)
20 20

\/ﬁ w 3“2“!’32*22 5 v L T+
- QZ(T15 v Z)_\sz(rQy)("ﬂ Y _ /5Quays -

A [)(T,2), B [a)(T 2), B[4 (T 2)

** gymmetry

V152 (y — 2) (y + 2)
2

V1by (z — 2) (x + 2)
2

V15z (z —y) (x +y)
2

** expression

Qux (2x2 —3y% — 32:2) V3Q,x (212 —3y% — 322) \/ngyy (61‘2 +y? - 922) V3Qyu.2 (63v2 — 992 + z2)
4 * 12 + 12 B 12

Quy (3.7,‘2 — %%+ 322) B V3Q.y (3.7:2 — 2% + 322) B \/ng.ya: (x2 + 6y% — 922) 3 \/ngzz (9.1:2 — 6y% — 22)
4 12 12 12

V3Q,z (3a72 + 3y — 222) V3Qu.x (atZ — 9y + 622) V3Qy.y (9a72 -y - 622)
[§ + 12 + 12

21T, 1), @5 [a)(T, 1), @7 [a)(T. 1)




** symmetry
T (2362 —3y? — 3z2)
2

Y (3952 — 2% + 322)
2

z (31‘2 + 3y — 222)
2

** expression

V330Q,x (4x4 +22y? — 412222 — 3yt + 15y222 + 1824) n V110Q,x (4:p4 — 2722y — 132222 + 11y* + 159222 + 4z4)

264 88
V110Qzyy (S:L'4 —122%y% — 122222 + y? + 29222 + 24) V110Q,. 2 (81‘4 — 122292 — 122222 + y* + 2222 + 24) 7\/EQyZ:L'yz (21‘2 —y? - 22)
+ + +
44 44 44
V330Quy (3z* — 2%y? — 152227 — 4y 4+ 41y%2% — 182%)  V110Quy (11a* — 272%y? 4 152222 + 4y* — 13y%2% + 42%)
264 - 88
V110Qyx (:c4 —122%y% + 22222 + 8y* — 12y%22 + 2*)  TV110Q..zyz (1’2 -2y + z2) N V110Qy. 2 (y;4 —122%y? + 22222 + 8yt — 129222 + 24)
44 a 44 44

V330Qqu 2 (152% + 302%y? — 402222 + 15y* — 40y%2% + 82%)  7V110Qu2 (z — y) (z + y) (22 + y* — 222)  TV110Quyzyz (22 + ¢ — 227)

264 88 44
n V110Q .z (2* + 22%y? — 120222 + y* — 12y%2% + 824) N V110Qy.y (x4 + 22%y? — 122222 + y* — 129222 + 82%)
44 44

A% [al(T,2), Q%7 [a)(T, 2), B2 [a)(T 2)
** gymmetry

V152 (y — 2) (y + 2)
2

Viby (z —2) (x +2)
2

V152 (z —y) (x +y)
2

** expression

V22Qux (22 + 1122y? — 312222 4+ 9y* — 87y + 3021)  V66Q,z (22" — 732%y? + 532222 + 5ly* — 87y%2% — 122%)

88 264
V66Q.yy (121‘4 — 4622y? + 662222 + 5yt — 4y?2? — 9z4)
132
N V66Q.z (122 + 6622y — 462222 — 9y* — 4y?2% + 524) N 21V66Qy.xyz (y — 2) (y + 2)
132 44

V22Quy (9:):4 + 11a2y? — 872222 + 2y* — 319222 + 307;4) V66Qyy (51:1:4 — 7322y — 872222 + 2y* + 53y222 — 122:4)

88 264
. V66Quyw (53" — 463%y? — 42222 + 12y 4 66y%2% — 92*)  21V/66Qu.xyz (x — 2) (x + 2)
132 44
N V66Qy.2 (99c4 — 6622y? 4 42222 — 12y* + 4622 — 52:4)
132

21v22Qu 2 (z — y) (z + y) (2% + ¢y — 227) N V66Q,z (392* — 174a?y? — 202222 + 39y* — 209222 + 424) n 21V66Q .y xyz (x — y) (z + )
88 264 44
V66Q..x (5x* — 4a?y? — 462222 — 9y* + 661222 4 122* V66Q,.y (92* 4 422y? — 662222 — 5y + 46222 — 1222
y
132 132

* Harmonics for rank 4

0% [4)(4)

** symmetry

V21 (:(:4 — 32%y? — 30222 +yt — 3y + 24)
6

** expression

_\/%Qu (372 + y2 - 222) + 3\/EQU ($ - y) (I + y) _ \/Esz-ry _ \/EszxZ _ \/ﬁQyzyz
20 20 5 5 5

ot



QP [gl(4)

** gymmetry

V21 (x4 — 32%y? — 32222 +yt — 3?2 + 24)
6

** expression

_ V165 Qu (z* — 1222y% + 62222 + y* + 6227 — 22%) N V55Q, (z — ) (z +y) (a* +y? — 62%)
66 22
\/%erry (x2 +9? - 622) \/ﬁQmﬂcz (z2 — 6y% + 22) \/%Qyzyz (6x2 —y? - 22)
+ 22 * 22 B 22

Q%7 [g)(4)

** gymmetry

V21 (x4 — 32%y? — 30222 +yt — 3y?% + 24)
6

** expression

V15015Q, (2% — 152422 + 152%2* + y® — 15y*2% + 15y%2* — 229)

572
N 3v5005Q, (z — y) (z + y) (2! — 922y? — 5a?z? + y* — 5y?2? + 524) N VB005Quywy (7ot — 1922y? — 132222 4 Ty* — 13y%2% 4 132*)
572 286
V5005Q,.xz (T2* — 1322y% — 192222 4+ 13y* — 13y222 + 72* V5005Q,.yz (132* — 1322y — 132222 + Ty* — 199222 + 724
n y y y 4 y=Y y Yy y
286 286

02 lal(B), 85 a)(E)
** gymmetry

V15 (x4 —1222y2 + 62222 + y* + 69222 — 2z4)
- 12

Vi (z —y) (z+y) (2° +y° - 62°)
1

** expression

B V42Q, (a® +y? — 22%) B 3vV14Q, (x — y) (z +y) n 2v/14Q vy B VI4Q .z V14Q,.yz

28 28 7 7 7

3VIAQ, (z —y) (z +y)  VA2Q, (22 +y* — 222)  VA2Q,.x2 VA2Q,.y2
a 28 * 28 Tt

”mm<) 0% [al(B)
* gymmetry

V15 (a2 — 1227y + 62222 + y* + 6y%2% — 22%)
12

VB (z —y) (v +y) (2% + y% — 622)
4

* expression

V231Q, (8z* — 3322y — 152222 4 8y* — 15y%2% 4 52%) N VTTQ, (z —y) (z +y) (22 + y* — 62?)
231 7
n VTTQuyzy (1‘2 +y?— 622) B VTTQu 2 (16:1:2 —33y% — 522) . ﬁQyzyz (33;v2 —16y2 + 522)
14 154 154

VTTQu (x — y) (z + ) (2% +y? — 627) N V231Q, (22 — 32%y? — 92222 + 2y* — 9y?2% 4 32%)

7 7
n V231Quyry (z —y) (z+y) Vv 231Q.xz (222 — 33y + 922) v 231Q,.yz (3322 — 2y* — 92?)
22 154 154
2,2 2,2
QL la(e), Q3 ()

* symmetry

V15 (:L‘4 — 122292 4 62222 + y* + 69222 — 224)
12

VB (z—y) (z+y) (2% +y* — 622)
4




** expression

v429Q,, (x6 + 45x*y? — 602*22 + 4522y* — 540229222 + 150222* + y5 — 60y*22 + 150y22% — 20z6)

1144

21V143Q, (z — y) (z + ) (z* — 202%y? + 63222 + y* + 6222 — 627)  TV143Quywy (z* — dx?y? + 22227 + y* + 2222 — 227)
a 1144 - 52
4 TV143Q 2 (x4 + 562292 — 222222 — 11y* — 349222 + 1024) TV143Qy.yz (11x4 — 5622y? + 342222 — y* 4+ 22y%22% — 107;4)

572 572
21V143Qu (z — y) (z + y) (z* + 22%y? — 162222 + y* — 16y222 + 1624)
1144
N VA29Q, (1328 — 452%y? — 1502422 — 452%y* + 5402%y%2% + 602224 + 13y5 — 150y%22 + 60y22* — 829)
1144

21V429Qzy (z — y) (z +y) (22 + 32 — 102%)  TV429Q w2 (Ta* — da?y? — 222227 — 11y* + 26y222 + 42*)

+ : +
572 572
N TV429Q,.yz (112 + 4a?y? — 262222 — Tyt + 22y222 — 424)
572

0% [ql(T, 1), Q% P la)(T, 1), O 2 [al(T, 1)

** gymmetry

V35yz (y — 2) (y + 2)
2

_\/ﬁmz(mfz) (x+ 2)
2

V3bay (z —y) (z +y)
2

** expression

3V2Quyzr  V6Quyz  V6Qy. (v — 2) (v + 2)
T4 4 F 4

3vV2Qurz  V6Qurz  V6Qu: (x — 2) (v + 2)
4 4 4

\/ngfL'y + \/EQ:ry (-L - y) ('L + !/)
2 4

Qa7 2), BV 1a)(T,2), Q% [a)(T,2)
** symmetry
Voyz (6x2 . z2)
2

_ NGEZ: (12 — 6y? + 22)
2

B oy (zz +y? - 6z2)
2

** expression

3VIQuyz  3VA2Quyz  VA2Quurz | NA2Qu.ay  VA2Qy. (207 —y? — 2?)
T s T w7 Tt 28

3V14Quzz  3vV42Quxz  V42Qu,y> V42Q,. (9;2 -2y + 22) VA2Q,. 1y
B T S 28 T

3VIAQuzy  V42Qu, (% +y? —22%)  VA2Q,.yz VA2Qy 1z
4 28 + 7 + 7

AT, 1), Q% [T, 1), QL [a)(T, 1)
** gymmetry

V35yz (y — 2) (y + 2)
2

_\/ﬁmz(a;fz) (x+2)
2




V35zy (x —y) (z +y)
2

** expression

V11Quyz (18332 + 1192 — 1722) n V33Quyz (6332 — 1532 + 1322) N 7J3TSQTyIz (3y2 - 22)

44 44 44
L TV33Qusay (v* = 32%)  V33Qu: (y = 2) (y +2) (62 — y? — =%)
44 44

V11Quaz (112® +18y* — 172%)  V33Quaz (152 — 6y° —132%)  Tv/33Quyy= (32° — 2%)

44 44 44
V33Q. (x—2)(z+2) (:L'2 —6y% + 22) 7\/@Qyzxy (1'2 - 322)
44 44

_ TV11Quzy (x —y) (z + y) N V33Quzy (22 + y* — 62?)
11 22
ery (z—y)(z+y) (£C2 +9? - 622) 7V33Q..yz (31‘2 - y2) 7\/3§Qyzxz (xz — 3y2)
44 + 44 + 44

AGV1al(T,2), O [a)(T, 2), B3 a)(T, 2)

*K symmetry

\/gyz (6:p2 — y2 — 22)
2

_ \/gxz (:1:2 — 6y2 + 22)
2

B \/g:by (;v2 +9y? - 6z2)
2

* expression

VTTQuyz (24202 — 252 + 17z2) V231Q,yz (24ac +3y? — 112 ) V231Q . w2z (18:1: +39y% — 312 )
308 308 308
n V231Q . xy (18:1:2 -3y + 3922) V231Qy. (12x — 3622y — 362222 + y* + 30y222 + 24)
308 308

VTTQuzz (2522 — 24y* — 172%)  V/231Q, 2z (332 + 24y% — 1122) V231Quyyz (3922 + 18y? — 3122)
308 308 308
V231Q,, (x4 — 362%y? + 302222 + 12y* — 36y22> + z4) V231Qy.zy (31m2 —18y% — 3922)
308 308

3 W0TTQuzy (xz +y? - 622) V231Quzy (z —y) (x + y) V231Qqy (x4 + 302%y% — 362222 + y* — 36222 + 1224)

7 22 308
. V231Q..yz (39372 —31y% + 18z2) V231Qy.xz (31.152 —39y? — 1822)
308 308
@<2 Pal(1,1), A7 1a)(T, 1), Q3 Mal(T, 1)

* symmetry

V35yz (y — 2) (y + 2)
2

7\/%12(1—@(14-2)
2

V3bzy (z —y) (z +y)
2

* expression

3v1001Qquyz (22 + 132%y? — 172222 + 11y* — 41y%2% + 142*)  V/3003Quyz (22* — 4722y + 432222 4+ 17y* — 41y222 + 824)

572 572
3v3003Q,yxz (3x2, — 2222 — 8yt + 13y22% — 24) 3v3003Q .y (x2y2 — 32222 +yt — 13y%22 + 8z4)
286 286
N V3003Q,: (y — 2) (y + 2) (x —22y? — 222% — 2yt + 299222 — 22 )
286



3v1001Q 2z (112t 4 132%y? — 412222 + 2y — 17y222 + 1424)

572
v3003Q,zz (17x4 — 472%y? — 412222 + 2yt + 43222 + 824) 3v3003Q.yyz (8x4 — 322y — 132222 + 222 + 24)
572 286
N V3003Q.. (z — 2) (z + 2) (2:1?4 +22y? — 292222 — gyt + 4222 + 224) N 3v/3003Qy .y (x4 + 22y? — 132222 — 3y222 + 8z4)

286 286

9v1001Quzy (z — y) (z + y) (#? + y* — 102?) N V3003Quzy (252* — 82z%y? — 43222 + 25y — 4y?2? + 42%)

572 572
V3003Quy (z — y) (z +y) (22* — 2922y + 2222 + 2yt + y222 — 21)
286
4 3v/3003Q...yz (81:4 — 132%y% — 32222 + ¢4 + yQZz) 3v3003Qy .z (1:4 —132%y? 4+ 2222 4 Syt — 3y222)
286 286

(2,2 =(2,2 =(2,2
A% a(T,2), 3% [a)(T. 2), B [a)(T2)
** symmetry

V5yz (61:2 T~ 22)
2

NGLZ: (.7:2 — 6y? + 22)
2

B Vhay (1’2 +y? - 622)
2

** expression

21v143Q,yz (81‘4 + Ta?y? — 232222 — yt 49222 + 2z4) N 21V/429Q,y = (8£L‘4 —1322y% — 32222 +y* + y222)

572 572
TV429Qpyx2 (2x4 — 2322y 4+ 2222 + 8yt + Ty?2? — 24) TVA429Q) ;. xy (2x4 +a?y? — 232222 — gyt 4 Ty?2% + 824)
286 286
N VA29Q,. (22° — 1521y* — 15222 — 152%y* + 1802%y%2% — 152224 + 2y — 15y122 — 1522 + 226)
286

21v143Qxz (:C4 — T2%y? — 2222 — 8y* + 23222 — 224) 21v429Q,x 2 (1’4 — 1322y + 2222 + 8y* — 3y222)

572 572
TV429Q .y (81'4 — 232292 + 72222 + 2yt + ¢222 — 24)
286
N VA29Q,. (225 — 15a%y? — 152422 — 152%y* + 180a%y?2? — 15222* + 290 — 15y%2% — 15y%2* + 229)
286
. TV429Q,.xy (x4 —x?y? — 72?22 — 2yt + 239222 — 824)
286

21vV143Quzy (2! + 22%y? — 162222 + y* — 16y%2% + 162%)  21V429Q,zy (z — y) (z +y) (2 + ¢y — 102?)

572 572
N VA29Qqy (225 — 15a%y? — 152422 — 1522y + 18022y 22 — 152%2* 4 2% — 15y%2% — 15y%2* + 22°)
286
TV429Q .y (8:L'4 + 7x?y? — 232222 — yt + 22 + 224) N TV429Qy vz (:L‘4 — Ta?y? — 2222 — 8yt + 239222 — 224)
286 286



