
PG No. 15 D4h 4/mmm [ tetragonal ] (polar, internal axial quadrupole)

* Harmonics for rank 0

* Harmonics for rank 1

Q⃗(2,1)
1 [g](A2u)

** symmetry

z

** expression

√
30Gvxy

5
−

√
30Gxy (x− y) (x+ y)

10
+

√
30Gxzyz

10
−

√
30Gyzxz

10

Q⃗(2,1)
1,1 [g](Eu), Q⃗(2,1)

1,2 [g](Eu)

** symmetry

x

y

** expression

−3
√
10Guyz

10
−

√
30Gvyz

10
+

√
30Gxyxz

10
−

√
30Gxzxy

10
−

√
30Gyz (y − z) (y + z)

10

3
√
10Guxz

10
−

√
30Gvxz

10
−

√
30Gxyyz

10
+

√
30Gxz (x− z) (x+ z)

10
+

√
30Gyzxy

10

* Harmonics for rank 2

Q⃗(2,−1)
2 [g](A1g)

** symmetry

−x2

2
− y2

2
+ z2

** expression

√
2Gxzy

2
−

√
2Gyzx

2

Q⃗(2,1)
2 [g](A1g)

** symmetry

−x2

2
− y2

2
+ z2

** expression

5
√
42Gvxyz

14
− 5

√
42Gxyz (x− y) (x+ y)

28
−

√
42Gxzy

(
x2 + y2 − 4z2

)
28

+

√
42Gyzx

(
x2 + y2 − 4z2

)
28

Q⃗(2,−1)
2 [g](B1g)

** symmetry

√
3 (x− y) (x+ y)

2

** expression

√
6Gxyz

3
−

√
6Gxzy

6
−

√
6Gyzx

6

Q⃗(2,1)
2 [g](B1g)

** symmetry

√
3 (x− y) (x+ y)

2

** expression

−5
√
42Guxyz

14
+

√
14Gxyz

(
3x2 + 3y2 − 2z2

)
28

−
√
14Gxzy

(
9x2 − y2 − 6z2

)
28

+

√
14Gyzx

(
x2 − 9y2 + 6z2

)
28

Q⃗(2,−1)
2 [g](B2g)

** symmetry

√
3xy

1



** expression

−
√
6Gvz

3
+

√
6Gxzx

6
−

√
6Gyzy

6

Q⃗(2,1)
2 [g](B2g)

** symmetry

√
3xy

** expression

5
√
42Guz (x− y) (x+ y)

28
−

√
14Gvz

(
3x2 + 3y2 − 2z2

)
28

+

√
14Gxzx

(
2x2 − 3y2 − 3z2

)
14

+

√
14Gyzy

(
3x2 − 2y2 + 3z2

)
14

Q⃗(2,−1)
2,1 [g](Eg), Q⃗(2,−1)

2,2 [g](Eg)

** symmetry

√
3yz

√
3xz

** expression

√
2Gux

2
+

√
6Gvx

6
+

√
6Gxyy

6
−

√
6Gxzz

6

−
√
2Guy

2
+

√
6Gvy

6
−

√
6Gxyx

6
+

√
6Gyzz

6

Q⃗(2,1)
2,1 [g](Eg), Q⃗(2,1)

2,2 [g](Eg)

** symmetry

√
3yz

√
3xz

** expression

−
√
42Gux

(
x2 + y2 − 4z2

)
28

−
√
14Gvx

(
x2 − 9y2 + 6z2

)
28

−
√
14Gxyy

(
3x2 − 2y2 + 3z2

)
14

+

√
14Gxzz

(
3x2 + 3y2 − 2z2

)
14

√
42Guy

(
x2 + y2 − 4z2

)
28

+

√
14Gvy

(
9x2 − y2 − 6z2

)
28

−
√
14Gxyx

(
2x2 − 3y2 − 3z2

)
14

−
√
14Gyzz

(
3x2 + 3y2 − 2z2

)
14

* Harmonics for rank 3

Q⃗(2,−1)
3 [g](A2u)

** symmetry

−
z
(
3x2 + 3y2 − 2z2

)
2

** expression

−
√
30Gvxy

10
+

√
30Gxy (x− y) (x+ y)

20
+

√
30Gxzyz

5
−

√
30Gyzxz

5

Q⃗(2,1)
3 [g](A2u)

** symmetry

−
z
(
3x2 + 3y2 − 2z2

)
2

** expression

−
√
15Gvxy

(
x2 + y2 − 6z2

)
6

+

√
15Gxy (x− y) (x+ y)

(
x2 + y2 − 6z2

)
12

−
√
15Gxzyz

(
3x2 + 3y2 − 4z2

)
12

+

√
15Gyzxz

(
3x2 + 3y2 − 4z2

)
12

Q⃗(2,−1)
3 [g](B1u)

** symmetry

√
15xyz

** expression

√
6Gu (x− y) (x+ y)

4
+

√
2Gv

(
x2 + y2 − 2z2

)
4

2



Q⃗(2,1)
3 [g](B1u)

** symmetry

√
15xyz

** expression

−
√
3Gu (x− y) (x+ y)

(
x2 + y2 − 6z2

)
6

−
Gv

(
x4 − 12x2y2 + 6x2z2 + y4 + 6y2z2 − 2z4

)
6

− 7Gxyxy (x− y) (x+ y)

6
+

7Gxzxz (x− z) (x+ z)

6
− 7Gyzyz (y − z) (y + z)

6

Q⃗(2,−1)
3 [g](B2u)

** symmetry

√
15z (x− y) (x+ y)

2

** expression

−
√
6Guxy

2
−

√
2Gxy

(
x2 + y2 − 2z2

)
4

Q⃗(2,1)
3 [g](B2u)

** symmetry

√
15z (x− y) (x+ y)

2

** expression

√
3Guxy

(
x2 + y2 − 6z2

)
3

+
7Gvxy (x− y) (x+ y)

6
−

Gxy

(
5x4 − 18x2y2 − 12x2z2 + 5y4 − 12y2z2 + 4z4

)
12

−
7Gxzyz

(
3x2 + y2 − 2z2

)
12

−
7Gyzxz

(
x2 + 3y2 − 2z2

)
12

Q⃗(2,−1)
3,1 [g](Eu, 1), Q⃗(2,−1)

3,2 [g](Eu, 1)

** symmetry

x
(
2x2 − 3y2 − 3z2

)
2

−
y
(
3x2 − 2y2 + 3z2

)
2

** expression

3
√
10Guyz

20
+

√
30Gvyz

20
+

√
30Gxyxz

5
−

√
30Gxzxy

5
+

√
30Gyz (y − z) (y + z)

20

−3
√
10Guxz

20
+

√
30Gvxz

20
−

√
30Gxyyz

5
−

√
30Gxz (x− z) (x+ z)

20
+

√
30Gyzxy

5

Q⃗(2,−1)
3,1 [g](Eu, 2), Q⃗(2,−1)

3,2 [g](Eu, 2)

** symmetry

√
15x (y − z) (y + z)

2

√
15y (x− z) (x+ z)

2

** expression

√
6Guyz

4
− 3

√
2Gvyz

4
+

√
2Gyz

(
2x2 − y2 − z2

)
4

−
√
6Guxz

4
− 3

√
2Gvxz

4
+

√
2Gxz

(
x2 − 2y2 + z2

)
4

Q⃗(2,1)
3,1 [g](Eu, 1), Q⃗(2,1)

3,2 [g](Eu, 1)

** symmetry

x
(
2x2 − 3y2 − 3z2

)
2

−
y
(
3x2 − 2y2 + 3z2

)
2

3



** expression

−
√
5Guyz

(
6x2 − y2 − z2

)
4

−
√
15Gvyz

(
6x2 − y2 − z2

)
12

+

√
15Gxyxz

(
4x2 − 3y2 − 3z2

)
12

−
√
15Gxzxy

(
4x2 − 3y2 − 3z2

)
12

−
√
15Gyz (y − z) (y + z)

(
6x2 − y2 − z2

)
12

−
√
5Guxz

(
x2 − 6y2 + z2

)
4

+

√
15Gvxz

(
x2 − 6y2 + z2

)
12

+

√
15Gxyyz

(
3x2 − 4y2 + 3z2

)
12

−
√
15Gxz (x− z) (x+ z)

(
x2 − 6y2 + z2

)
12

−
√
15Gyzxy

(
3x2 − 4y2 + 3z2

)
12

Q⃗(2,1)
3,1 [g](Eu, 2), Q⃗(2,1)

3,2 [g](Eu, 2)

** symmetry

√
15x (y − z) (y + z)

2

√
15y (x− z) (x+ z)

2

** expression

√
3Guyz

(
12x2 − 9y2 + 5z2

)
12

−
Gvyz

(
36x2 + y2 − 13z2

)
12

+
7Gxyxz

(
2x2 − 3y2 − z2

)
12

+
7Gxzxy

(
2x2 − y2 − 3z2

)
12

−
Gyz

(
4x4 − 12x2y2 − 12x2z2 + 5y4 − 18y2z2 + 5z4

)
12

√
3Guxz

(
9x2 − 12y2 − 5z2

)
12

−
Gvxz

(
x2 + 36y2 − 13z2

)
12

+
7Gxyyz

(
3x2 − 2y2 + z2

)
12

+
Gxz

(
5x4 − 12x2y2 − 18x2z2 + 4y4 − 12y2z2 + 5z4

)
12

+
7Gyzxy

(
x2 − 2y2 + 3z2

)
12

* Harmonics for rank 4

Q⃗(2,−1)
4 [g](A1g, 1)

** symmetry

√
21

(
x4 − 3x2y2 − 3x2z2 + y4 − 3y2z2 + z4

)
6

** expression

√
5Gxyz (x− y) (x+ y)

2
−

√
5Gxzy (x− z) (x+ z)

2
+

√
5Gyzx (y − z) (y + z)

2

Q⃗(2,−1)
4 [g](A1g, 2)

** symmetry

−
√
15

(
x4 − 12x2y2 + 6x2z2 + y4 + 6y2z2 − 2z4

)
12

** expression

−6
√
7Gvxyz

7
−

√
7Gxyz (x− y) (x+ y)

14
+

√
7Gxzy

(
4x2 − 3y2 + 5z2

)
14

+

√
7Gyzx

(
3x2 − 4y2 − 5z2

)
14

Q⃗(2,1)
4 [g](A1g, 1)

** symmetry

√
21

(
x4 − 3x2y2 − 3x2z2 + y4 − 3y2z2 + z4

)
6

** expression

−3
√
2310Guxyz (x− y) (x+ y)

44
−

3
√
770Gvxyz

(
x2 + y2 − 2z2

)
44

+

√
770Gxyz (x− y) (x+ y)

(
x2 + y2 − 2z2

)
22

−
√
770Gxzy (x− z) (x+ z)

(
x2 − 2y2 + z2

)
22

−
√
770Gyzx (y − z) (y + z)

(
2x2 − y2 − z2

)
22

Q⃗(2,1)
4 [g](A1g, 2)

** symmetry

−
√
15

(
x4 − 12x2y2 + 6x2z2 + y4 + 6y2z2 − 2z4

)
12

4



** expression

21
√
66Guxyz (x− y) (x+ y)

44
−

21
√
22Gvxyz

(
x2 + y2 − 2z2

)
44

+
7
√
22Gxyz (x− y) (x+ y)

(
x2 + y2 − 2z2

)
44

+

√
22Gxzy

(
17x4 − 22x2y2 − 36x2z2 + 3y4 − 8y2z2 + 10z4

)
44

−
√
22Gyzx

(
3x4 − 22x2y2 − 8x2z2 + 17y4 − 36y2z2 + 10z4

)
44

Q⃗(2,−1)
4 [g](A2g)

** symmetry

√
35xy (x− y) (x+ y)

2

** expression

−
√
3Gvz (x− y) (x+ y)

2
+

√
3Gxyxyz +

√
3Gxzx

(
x2 − 3y2

)
4

−
√
3Gyzy

(
3x2 − y2

)
4

Q⃗(2,1)
4 [g](A2g)

** symmetry

√
35xy (x− y) (x+ y)

2

** expression

9
√
154Guz

(
x2 − 2xy − y2

) (
x2 + 2xy − y2

)
88

−
√
462Gvz (x− y) (x+ y)

(
x2 + y2 − 2z2

)
88

+

√
462Gxyxyz

(
x2 + y2 − 2z2

)
44

+

√
462Gxzx

(
x4 − 8x2y2 − 2x2z2 + 3y4 + 6y2z2

)
44

+

√
462Gyzy

(
3x4 − 8x2y2 + 6x2z2 + y4 − 2y2z2

)
44

Q⃗(2,−1)
4 [g](B1g)

** symmetry

√
5 (x− y) (x+ y)

(
x2 + y2 − 6z2

)
4

** expression

6
√
7Guxyz

7
+

√
21Gxyz

(
3x2 + 3y2 − 2z2

)
14

−
√
21Gxzy

(
2x2 − y2 + z2

)
14

+

√
21Gyzx

(
x2 − 2y2 − z2

)
14

Q⃗(2,1)
4 [g](B1g)

** symmetry

√
5 (x− y) (x+ y)

(
x2 + y2 − 6z2

)
4

** expression

−
21

√
22Guxyz

(
x2 + y2 − 2z2

)
44

− 21
√
66Gvxyz (x− y) (x+ y)

44
+

√
66Gxyz

(
9x4 − 24x2y2 − 10x2z2 + 9y4 − 10y2z2 + 2z4

)
44

−
√
66Gxzy

(
x4 + 2x2y2 − 12x2z2 + y4 − 12y2z2 + 8z4

)
44

−
√
66Gyzx

(
x4 + 2x2y2 − 12x2z2 + y4 − 12y2z2 + 8z4

)
44

Q⃗(2,−1)
4 [g](B2g)

** symmetry

−
√
5xy

(
x2 + y2 − 6z2

)
2

** expression

3
√
7Guz (x− y) (x+ y)

7
+

√
21Gvz

(
3x2 + 3y2 − 2z2

)
14

−
√
21Gxzx

(
x2 − 5y2 + 2z2

)
28

−
√
21Gyzy

(
5x2 − y2 − 2z2

)
28

Q⃗(2,1)
4 [g](B2g)

** symmetry

−
√
5xy

(
x2 + y2 − 6z2

)
2

** expression

−
21

√
22Guz (x− y) (x+ y)

(
x2 + y2 − 2z2

)
88

−
√
66Gvz

(
3x4 − 78x2y2 + 20x2z2 + 3y4 + 20y2z2 − 4z4

)
88

− 21
√
66Gxyxyz (x− y) (x+ y)

44

−
√
66Gxzx

(
x4 + 2x2y2 − 12x2z2 + y4 − 12y2z2 + 8z4

)
44

+

√
66Gyzy

(
x4 + 2x2y2 − 12x2z2 + y4 − 12y2z2 + 8z4

)
44

Q⃗(2,−1)
4,1 [g](Eg, 1), Q⃗(2,−1)

4,2 [g](Eg, 1)

5



** symmetry

√
35yz (y − z) (y + z)

2

√
35xz (x− z) (x+ z)

2

** expression

3Gux (y − z) (y + z)

4
+

√
3Gvx (y − z) (y + z)

4
+

√
3Gxyy

(
y2 − 3z2

)
4

−
√
3Gxzz

(
3y2 − z2

)
4

+
√
3Gyzxyz

−3Guy (x− z) (x+ z)

4
+

√
3Gvy (x− z) (x+ z)

4
−

√
3Gxyx

(
x2 − 3z2

)
4

−
√
3Gxzxyz +

√
3Gyzz

(
3x2 − z2

)
4

Q⃗(2,−1)
4,1 [g](Eg, 2), Q⃗(2,−1)

4,2 [g](Eg, 2)

** symmetry

√
5yz

(
6x2 − y2 − z2

)
2

−
√
5xz

(
x2 − 6y2 + z2

)
2

** expression

3
√
7Gux

(
2x2 − 5y2 − z2

)
28

+

√
21Gvx

(
2x2 + 3y2 − 9z2

)
28

−
√
21Gxyy

(
2x2 + y2 − 5z2

)
28

+

√
21Gxzz

(
2x2 − 5y2 + z2

)
28

3
√
7Guy

(
5x2 − 2y2 + z2

)
28

+

√
21Gvy

(
3x2 + 2y2 − 9z2

)
28

+

√
21Gxyx

(
x2 + 2y2 − 5z2

)
28

+

√
21Gyzz

(
5x2 − 2y2 − z2

)
28

Q⃗(2,1)
4,1 [g](Eg, 1), Q⃗(2,1)

4,2 [g](Eg, 1)

** symmetry

√
35yz (y − z) (y + z)

2

√
35xz (x− z) (x+ z)

2

** expression

−
3
√
154Gux

(
x2y2 − x2z2 + y4 − 9y2z2 + 2z4

)
88

−
√
462Gvx

(
x2y2 − x2z2 − 5y4 + 27y2z2 − 4z4

)
88

−
√
462Gxyy

(
2x2y2 − 6x2z2 − y4 + 8y2z2 − 3z4

)
44

+

√
462Gxzz

(
6x2y2 − 2x2z2 + 3y4 − 8y2z2 + z4

)
44

−
√
462Gyzxyz

(
2x2 − y2 − z2

)
44

3
√
154Guy

(
x4 + x2y2 − 9x2z2 − y2z2 + 2z4

)
88

+

√
462Gvy

(
5x4 − x2y2 − 27x2z2 + y2z2 + 4z4

)
88

−
√
462Gxyx

(
x4 − 2x2y2 − 8x2z2 + 6y2z2 + 3z4

)
44

−
√
462Gxzxyz

(
x2 − 2y2 + z2

)
44

−
√
462Gyzz

(
3x4 + 6x2y2 − 8x2z2 − 2y2z2 + z4

)
44

Q⃗(2,1)
4,1 [g](Eg, 2), Q⃗(2,1)

4,2 [g](Eg, 2)

** symmetry

√
5yz

(
6x2 − y2 − z2

)
2

−
√
5xz

(
x2 − 6y2 + z2

)
2

** expression

−
3
√
22Gux

(
2x4 − 3x2y2 − 17x2z2 − 5y4 + 39y2z2 + 2z4

)
88

−
√
66Gvx

(
2x4 − 31x2y2 + 11x2z2 + 9y4 + 39y2z2 − 12z4

)
88

−
√
66Gxyy

(
8x4 − 12x2y2 − 12x2z2 + y4 + 2y2z2 + z4

)
44

+

√
66Gxzz

(
8x4 − 12x2y2 − 12x2z2 + y4 + 2y2z2 + z4

)
44

− 21
√
66Gyzxyz (y − z) (y + z)

44

−
3
√
22Guy

(
5x4 + 3x2y2 − 39x2z2 − 2y4 + 17y2z2 − 2z4

)
88

−
√
66Gvy

(
9x4 − 31x2y2 + 39x2z2 + 2y4 + 11y2z2 − 12z4

)
88

+

√
66Gxyx

(
x4 − 12x2y2 + 2x2z2 + 8y4 − 12y2z2 + z4

)
44

+
21

√
66Gxzxyz (x− z) (x+ z)

44
−

√
66Gyzz

(
x4 − 12x2y2 + 2x2z2 + 8y4 − 12y2z2 + z4

)
44

6


